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                                       Dinamica strutturale nell'elicottero

1. Considerazioni generali

Le caratteristiche costruttive del rotore hanno subito una evoluzione importante nel tempo, senza entrare in dettagli sulla evoluzione strutturale dei rotori si indica semplicemente una classificazione delle tipologie fondamentali dei rotori.

Rotore rigido: il collegamento pala mozzo avviene rigidamente mentre è previsto il movimento di variazione di passo; l'inclinazione del disco rotore avviene con un piatto oscillante, non è possibile il movimento di flappeggio per equilibrare nella fase di volo avanzato la distribuzione asimmetrica della portanza e non è neppure possibile il movimento di ritardo nel piano di rotazione.

Rotore teetering (ad altalena): è presente una cerniera per consentire il movimento di flappeggio ( in corrispondenza del mozzo) ed è presente la cerniera per il movimento di variazione passo. L'equilibrio del disco rotore dipende dall'inclinazione imposta con il piatto oscillante e dal flappeggio.

Rotore articolato: il collegamento pala mozzo avviene con cerniere che permettono il movimento fuori del piano di rotazione, cerniera di flappeggio, il movimento nel piano di rotazione, cerniera di ritardo, ed il movimento di variazione passo, cerniera di passo.

Questa configurazione permette la massima libertà alla pala e quindi trasmette al mozzo livelli di carico molto ridotti: dal punto di vista delle sollecitazioni strutturali al mozzo è la configurazione più favorevole, ma è anche di notevole complessità costruttiva.

Rotore hingeless : non sono presenti delle cerniere meccaniche come nel caso del rotore articolato, ma i  movimenti di flappeggio e di ritardo  sono resi possibili dalla presenza di elementi strutturali deformabili come cuscinetti elastomerici. Si ottengono così  vantaggi tipici dei rotori articolati, ma con elementi meccanici più semplici.

Rotore bearingless :  il mozzo è costituito da un elemento flessibile al quale si connette la pala. Si hanno ancora vantaggi tipici del rotore articolato, ma con notevole semplicità costruttiva e di manutenzione. Questa configurazione porta anche a problemi legati alla posizione incerta del punto di cerniera (virtuale) attorno alla quale si effettuano i movimenti di flappeggio, ritardo e passo.

Anche la realizzazione strutturale della pala ha subito una forte evoluzione nel tempo che ha seguito lo sviluppo di nuove tecnologie e materiali a partire dall'impiego del legno, per passare poi a materiali metallici ed infine a materiali compositi. Questi ultimi presentano notevoli vantaggi connessi alle loro caratteristiche tipiche di elevata resistenza e peso ridotto; inoltre permettono di realizzare geometrie molto complesse, come richiesto dal punto di vista aerodinamico, con buona resistenza alle condizioni ambientali ed un favorevole comportamento a fatica.

Una attenzione particolare va rivolta al problema della riduzione delle vibrazioni ed allo studio dei sistemi, di tipo attivo o passivo, che possono essere impiegati per ottenere una attenuazione importante del campo di vibrazione e del rumore all'interno ed all'esterno della struttura dell'elicottero. Questo permette di ottenere vantaggi sul comfort interno e sulle limitazioni di impiego.

2. Dinamica del rotore : equazione di flappeggio

Si considera l'equazione di flappeggio della pala nel caso più generale di fase di volo avanzato (l’hovering risulta come caso particolare in cui la velocità di avanzamento dell'elicottero è nulla). Si adottano le ipotesi fondamentali di pala rigida e indeformabile, di eccentricità della cerniera di flappeggio posta ad una distanza    eβR     dal centro del mozzo (con diversa realizzazione della cerniera a seconda che si tratti  di rotore articolato, bearingless o hingeless ) , si considera la pala portante praticamente fino all'estremità , l'angolo di flappeggio  β  si considera piccolo ( quindi  sinβ = β , tanβ = β   e cosβ = 1 ).

Si indicano alcuni simboli utilizzati nel seguito :

O1x1y1z1   sistema coordinato solidale con l’elicottero, l’origine coincide con l’asse del                  mozzo ed l’asse  z1 è allineato con l’albero di rotazione;

O2x2y2z2  sistema coordinato in rotazione con il rotore, l’origine coincide con la posizione della cerniera di flappeggio, l’asse x2 ruota e segue la proiezione della pala sul piano x1y1 ;

O3x3y3z3  sistema coordinato solidale con la pala in rotazione, O3 = O2 , l’asse  x3  solidale con la pala che flappeggia e ruota;

r                   coordinata lungo la pala,   r = 0     corrisponde al centro del mozzo;

eβR               posizione lungo l'apertura della pala della cerniera di flappeggio;

m(r)              massa per unità di apertura della pala, variabile lungo l'apertura ;

Mp                massa totale della pala ;

Iβo                momento di inerzia della pala rispetto al centro del mozzo ;

Sβo               momento statico della pala rispetto al centro del mozzo ;

Iβe                momento di inerzia della pala rispetto alla cerniera di flappeggio ;

Sβe               momento statico della pala rispetto alla cerniera di flappeggio ;

kβ                  rigidezza concentrata nella cerniera (virtuale) di flappeggio ;

ω                 velocità angolare dell'elicottero (p = rollio, q = beccheggio, r = imbardata).

Nel caso di massa  m(r)  variabile lungo l'apertura della pala si hanno le definizioni :

                R                            R                               R

     Mp  = ∫ m(r) dr  ;   Sβo  =  ∫ m(r) r dr  ;    Sβe  =  ∫ m(r) ( r - eβR ) dr

               0                             0                                0

                                                                                                                                   (1)

                   R                                            R

      Iβo  =   ∫ m(r) r2dr                    Iβe  =   ∫ m(r) (r - eβR)2 dr  

                 0                                             0

nel caso di massa, m , costante lungo l'apertura della pala  le  (1)  divengono :

                 Mp = m R              Sβo  = ( mR2/2 )             Sβe = (mR2/2) ( 1  - 2eβ)

                                                                                                                                    (2)

                  Iβo = (mR3/3)         Iβe  = (mR3/3) ( 1 - 3eβ) 

         ed in generale si possono porre le relazioni:

      Sβe  =   Sβo  -  Mp eβ R  ;   Iβe  =  Iβo  -  2 eβ R Sβo  +  Mp (eβ R)2                           (3)

La definizione delle equazioni di flappeggio, si ottiene imponendo l'equilibrio alla cerniera di tutti i momenti in gioco, richiede la valutazione delle forze e quindi dei momenti applicati alla cerniera di flappeggio, si tratta dei termini riportati in seguito :

  dMβi          momento di un tratto di pala dovuto alle forze di inerzia;

  dMβc          momento di un tratto di pala dovuto alla forza centrifuga;

  dMβco         momento di un tratto di pala  dovuto alla forza di Coriolis;

  dMβg          momento di un tratto di pala dovuto alla forza peso;

   Mβk           momento dovuto alla rigidezza della cerniera di flappeggio;

  dMβa          momento di un tratto di pala dovuto alla forza aerodinamica

 Momento dovuto alle forze di inerzia, la forza di inerzia è data da:

    dFβi   =    m β'' (r  -  eβR) dr       e quindi il momento delle forze di inerzia è dato da:

    dMβi  =  - m β'' (r  -  eβR)2 dr                          che integrando fornisce :

                                       R                                                                        

                     Mβi    =   - ∫ m(r  -  eβR)2dr β''       =     - Iβe β''                                        (4)

                                      0

Momento dovuto alla forza centrifuga, la forza centrifuga che agisce su di un tratto di lunghezza  dr  di pala è      dFβc  =  mΩ2rdr       quindi il momento dovuto alla forza centrifuga è dato da :

                     dMβc  =  -mΩ2r( r  -  eβR)βdr 

che  per integrazione fornisce  il momento rispetto alla cerniera di flappeggio dovuto alla forza centrifuga :

                                       R

                      Mβc  =   - ∫mΩ2r(r - eβR)drβ   =   - Ω2 ( Iβe +  eβRSβe ) β                  (5)

                                      0

Momento dovuto alle forze di Coriolis, è provocato dalla composizione della velocità lineare della pala nel suo piano   v = Ωxr  con la velocità angolare  ω  dell'elicottero intorno agli assi di rollio, beccheggio ed imbardata. In genere si trascura  l'effetto dovuto alla velocità di imbardata in quanto trascurabile per il flappeggio.

 Si ha quindi l'accelerazione di Coriolis ( per quanto riguarda il moto di flappeggio che è fuori dal piano di rotazione della pala ) dove ψ = Ωt  è l’angolo di posizione della pala rispetto al riferimento solidale con l’elicottero  :

                     aβco   =  - 2 ω x Ωr   =   -2 Ωr ( p cosψ  +  q sinψ  )   

                     dFβco =   m aβco dr

dove   Ωrsinψ,  Ωrcosψ   sono le componenti della velocità della pala rispetto agli assi x1 e y1 . 

Il momento intorno alla cerniera di flappeggio è quindi :

                     dMβco =  dFβco (r  -  eβR) dr

che infine fornisce :

                       Mβco  =  -2Ω ( Iβe  +  eβRSβe ) ( p cosψ   + q sinψ )                           (6)

Momento dovuto alla forza peso, è dato da :

                                       R

                   Mβg         =  - ∫ mg(r - eβR)dr   =   - g Sβe                                                    (7)

                                      0

Momento dovuto alla rigidezza della cerniera di flappeggio, se si considera una rigidezza concentrata sulla cerniera di flappeggio, come avviene nel  caso di rotori hingeless o bearingless, si ha direttamente un momento concentrato sulla pala dato da :

                         Mβk  =   - kβ β                                                                                     (8)

Per i rotori articolati si ha     kβ = 0     ed il momento definito dalla (8) è nullo.

Momento dovuto alla forze aerodinamiche, si può riassumere la situazione con la  (9) che permette di mettere in evidenza i fattori che sono protagonisti nel calcolo della forzante aerodinamica :

              Mβa  =  Mβa(θo + θψ) ( θo  + θψ)  +  Mβak k  +  Mβαs αs  +                                      

                           Mβau (uo/ΩR) + Mβaβ' β' + Mβaβ β + Mβap p/Ω + Mβaq q/Ω                 (9)      

 i singoli elementi che appaiono nella (9)  hanno il significato di :

  Mβa(θo+θψ)(θo + θψ)              momento dovuto al passo, collettivo θo  e ciclico θψ ;

  Mβak k                                 momento dovuto allo svergolamento lineare della pala;

  Mβaαs αs                              momento dovuto alla inclinazione del disco rotore;

  Mβau (uo/ΩR)                      momento dovuto alla velocità indotta;

  Mβaβ' β'                               momento dovuto alla velocità di flappeggio della pala ;

  Mβaβ β                                momento dovuto all'angolo di flappeggio della pala;

  Mβap  p/Ω                           momento dovuto alla velocità di rollio dell'elicottero;

  Mβaq  q/Ω                           momento dovuto alla velocità di beccheggio dell'elicottero.

Dalle espressioni dei momenti aerodinamici si mette in evidenza un parametro, numero di Lock, che rappresenta il rapporto tra forza aerodinamica e forza centrifuga agente sulla pala :

                   γ  =  ( ρ V2tip R2 c* Cpα )/( Ω2Iβe) =  ( ρ R4 c* Cpα )/( Iβe )                  (10)

 A questo punto si dispone degli elementi necessari per definire l'equazione del moto della pala rispetto alla cerniera di flappeggio, che si ottiene imponendo l'equilibrio di tutti i momenti precedentemente definiti nelle (4), (5), (6), (7), (8), (9)  :

                Mβi   +  Mβc  +   Mβco  +  Mβg   +  Mβk   +  Mβa   =    0                            (11)

La (11) riordinata nei termini  di   β, β', β''   diviene :

                  Iβ β''  +  Cβ β'  +  Kβ β   =    M*β                                                            (12)

l'equazione (12) viene anche presentata in modo diverso,  in funzione della posizione angolare della pala, si ha      ψ  =  Ω t ,  introducendo il simbolo  β'  con il significato  di    β'  =  dβ/dψ   e quindi    β’ =  Ωβ’ , la (12) diviene   :

                 Ω2 Iβ β''  +   Ω Cβ β'   +  Kβ β  =   M*β                                                   (13)

i coefficienti  Iβ , Cβ ,  Kβ   che appaiono nella (12) hanno il significato di una inerzia, uno smorzamento ed una rigidezza e , rispetto ai parametri geometrici descrittivi della pala, sono dati da :

               Iβ   =  Iβe    ;   Cβ  =  0  ;   Kβ = [ Ω2( Iβe  +  eβRSβe)  +  kβ ]                       (14)

Si nota come nella (12) con le posizioni (14) non appare esplicitamente uno smorzamento nel moto di flappeggio, in realtà, come si è visto dalla (9) nei termini relativi alle forze aerodinamiche è presente un contributo che dipende dalla velocità di flappeggio ed anche un contributo relativo all'angolo di flappeggio. Le forze aerodinamiche contribuiscono allo smorzamento del moto non si richiede quindi l’inserimento di un elemento smorzante concentrato sulla cerniera di flappeggio.

Le  (12), (13)  si possono scrivere come :

           β'' +  2ζωββ'  +  ωβ2β  =  (M*β/Iβe) = Mβ                                                         (15)

           β''  +  2ζβψωβψβ'  +  ωβψ2β  =  (M*β/Ω2Iβe)  =  M'β                                           (16)

dove  ζ  indica il coefficiente  adimensionale di smorzamento e  ωβ  indica la pulsazione naturale del moto di flappeggio. E' importante mettere in evidenza dalle (12), (13) la pulsazione propria del moto di flappeggio :

            ω2β     =  [ Ω2 ( 1 + ε )  +  kβ/Iβe ]                                                                    (17)

           ω2 βψ  =  [ ( 1 + ε ) +  kβ/(Ω2Iβe) ]                                                                      (18)

dove si è posto :

             ε  =  ( eβRSβe)/(Iβe)                                                                                          (19)

nel caso in cui  eβ  sia piccolo, cioè quando la cerniera di flappeggio è posta a breve distanza dal mozzo, e la massa sia distribuita in modo uniforme lungo la pala la (19) si può approssimare con la :

                ε  =  (3/2) eβ                                                                                                 (20)

         quindi     .15 ≤  ε  ≤ .25

 La forzante che appare nella  (12) si scrive come :

 M*β = Mβg + Mβa - [2Ω2( Iβe + eβRSβe)cosψ] (p/Ω) - [2Ω2(Iβe + eβRSβe)sinψ] (q/Ω)]  (21)

Nel caso più generale l'equazione del flappeggio, a causa dei termini aerodinamici,  è una equazione a coefficienti periodici con una forzante periodica di frequenza angolare  Ω. In alcuni casi più semplici l'equazione di flappeggio diviene a coefficienti costanti.

In  casi particolari le soluzioni sono molto semplici ed interessanti per comprendere la dinamica della pala in flappeggio. In genere le equazioni sono scritte rispetto alla variabile  ψ  piuttosto che rispetto al tempo, con questo approccio risulta direttamente in evidenza la posizione della pala rispetto al disco rotore.

Nel caso in cui si ponga :   Mβa  = 0    (questa ipotesi si riferisce al caso in cui tutti i termini del momento aerodinamico sono nulli ed il rotore opera quindi nel vuoto)  e si ponga anche  p = q = 0  cioè con velocità angolare  ω  dell’elicottero nulla  si ha :

           β''    +   ω2βψ β  =  (Mβg/Ω2Iβe)                                                                      (22)

questa equazione indica l'equilibrio delle forze centrifughe con il peso della pala, si osserva che nella (22) non appare un effetto smorzante ( come appare invece nella (16)) che è dovuto alle forze aerodinamiche in questo caso assenti (per l'ipotesi di rotore agente nel vuoto).

      La frequenza angolare del moto di flappeggio dipende dalla tipologia del rotore e dalla (18) risulta :

         ωβψ   =    1                                              per rotore teetering                             (23)

        ωβψ    =    ( 1  +  ε )1/2                               per rotore articolato                            (24)

        ωβψ  = [( 1 + ε )  +  (kβ/Ω2Iβe) ]1/2           per  rotore hingeless, bearingless        (25)

Si nota che la pulsazione propria è data da un rapporto tra rigidezza e inerzia, quindi l'eccentricità della cerniera di flappeggio e la rigidezza concentrata aumentano la frequenza propria della pala in flappeggio e quindi irrigidiscono la struttura. La fase della risposta nel caso (23) del rotore teetering è esattamente  di 90°  mentre nel caso (24), (25) rispettivamente per il rotore articolato ed il rotore hingeless o bearingless la frequenza angolare è maggiore di uno e lo sfasamento è inferiore. 

La risposta della (22) si ottiene con la somma della soluzione della omogenea associata e di una soluzione particolare che risulta :

             βp  =    (1/ωβψ2)(Mβg/Ω2Iβe)                                                                           (26)

si ha quindi un moto oscillatorio, non smorzato, con frequenza angolare  ωβψ   in funzione delle condizioni iniziali  poste sull'angolo e sulla velocità di flappeggio .

Se si considera poi la condizione di hovering,  ( velocità di avanzamento dell'elicottero nulla) ,   Mβa ≠ 0,  p = 0,  q = 0  (quindi con velocità angolare dell’elicottero nulla) si ha la presenza di una forzante con frequenza  pari a  1/rev , a causa della presenza del comando ciclico, ed anche l'introduzione di un termine di smorzamento dovuto alla componente aerodinamica che in questo caso è operativa ( così come appare nella (16)) e l'equazione di flappeggio diviene :

                        β''   +       Cβ   β'     +     ω2β   β  =    M**                                      (27)

in questo caso, per effetto delle forze aerodinamiche, è presente un termine smorzante legato alla velocità di flappeggio, al numero di Lock ed alla eccentricità  della cerniera. Il termine smorzante è in genere molto elevato (in funzione del numero di Lock) con coefficienti adimensionali di smorzamento ζ  che possono assumere valori anche  dell’ordine del  50 %.

3. Dinamica del rotore : equazione di ritardo

La pala del rotore presenta anche un moto nel piano del disco rotore, moto di ritardo, causato dalla variazione delle forze aerodinamiche nel piano del disco rotore e a forze di Coriolis durante il giro. Anche in questo caso il movimento nel piano deve essere permesso per evitare che notevoli carichi di tipo ciclico agiscano sul mozzo del rotore: il movimento di ritardo viene consentito con una cerniera di ritardo, nel caso del rotore articolato, o con cuscinetti elastomerici, nel caso del rotore hingeless, o con la flessibilità di un componente elastico, nel caso del rotore bearingless.

 Per definire l'equazione del moto di ritardo si procede in maniera analoga a quanto visto nel caso di flappeggio, si tratta quindi di valutare forze e momenti applicati alla cerniera di ritardo imponendo poi l'equilibrio di tutti i momenti in gioco. Valgono le ipotesi già viste, in particolare la pala viene considerata rigida e indeformabile, l'angolo di ritardo ξ  si considera piccolo,  quindi  sinξ = ξ   ,  tanξ = ξ   e  cosξ = 1 .

Si indica con   eξ R  la eccentricità della cerniera di ritardo, cioè la posizione della cerniera di ritardo lungo l'apertura della pala. Anche in questo caso in analogia con le relazioni (1), (2), (3) poste nel caso del flappeggio si definiscono dei termini geometrici, momento statico e momento di inerzia, della pala  valutati naturalmente rispetto alla cerniera di ritardo.

 Si ha :

                     R                                          R

         Sξe  =  ∫ m(r)(r - eξR) dr  ;     Iξe  =  ∫ m(r)(r  - eξR)2dr                                 (1')

                    0                                          0

che nel caso di massa costante lungo l'apertura della pala divengono :

         Sξe  =   (mR2/2) (1 - 2 eξ)  ;       Iξe  =   (mR3/3) (1 - 3 eξ)                            (2')

nel caso più generale valgono le relazioni :

         Sξe  =  Sξo - MpeξR     ;    Iξe  =  Iξo  -  2eξRSξe  -  Mp(eξR)2                          (3')   

Per definire l'equazione di ritardo, in modo analogo a quanto visto per l’equazione di flappeggio, si deve procedere alla valutazione dei momenti che agiscono sulla cerniera di ritardo. 

Momento dovuto alle forze di inerzia; la forza di inerzia è :

               dFξi  =  - m( r - eξR)ξ'' dr

e quindi il momento risulta :

                              R

                Mξi =  - ∫ m(r - eξR)2 ξ'' dr     =   - Iξe ξ''                                                  (28)

                             0

Momento dovuto alla rigidezza relativa al moto nel piano, nel caso generale attorno alla cerniera di ritardo si ha un momento dato dalla :

                 Mξk =  - kξ ξ                                                                                           (29)

naturalmente nel caso di rotori articolati si ha   kξ = 0 e quindi questo momento è nullo, mentre risulta diverso da zero nel caso di rotori hingeless e bearingless ( in questo ultimo caso si ha incertezza sulla posizione della cerniera virtuale di ritardo) .

Momento dovuto alla presenza dello smorzatore di ritardo: nel moto di ritardo non è praticamente presente uno smorzamento di tipo aerodinamico (poiché le forze aerodinamiche in gioco sono legate alla resistenza), come invece avviene per il flappeggio (dove le forze aerodinamiche sono legate alla portanza), è quindi necessario introdurre uno smorzatore di ritardo per ogni pala, il momento smorzante è proporzionale alla velocità di ritardo della pala e si pone :

                  MξD  =  - Cξ ξ'                                                                                        (30)

Si nota come la presenza di questo smorzatore di ritardo sia importante anche per quanto riguarda le fasi di avviamento ed arresto del motore al suolo per evitare fenomeni di instabilità, ground resonance .

         Momento dovuto alla forza di Coriolis ( in questo caso si tratta della forza di Coriolis nel piano di rotazione della pala), è dato da i vettori  Ω  e  β' (r  -  eβR) si ha:

                          dFξCo =  - 2m Ω x β’(r - eβR)dr

          da cui si ha :

                    │dFξCo│ =  - 2 m Ω β β’ (r - eβR)dr

         quindi per il momento elementare si ha :

                          dMξCo = - dFξCo (r  - eξR)

        ed infine integrando si ha :

                MξCo =  - 2 Ω ∫m(r - eβR)(r - eξR)dr ββ’  =   - 2ΩIξββ'ββ'                           (31)

Nella  (31)  si è posto :

             Iξββ’  = [ Iξo  - ( eβ  + eξ )R Sξo + MpeβeξR2] =  [ Iξe + (eβ  - eξ)RSξe ]

Nel caso in cui  la posizione della cerniera di ritardo coincide con la posizione della cerniera di flappeggio si ha   eξ  =  eβ   e quindi  Iξββ' = Iξe = Iβe  ; si nota che il termine (31) introduce un accoppiamento tra il moto di ritardo  ed il moto di flappeggio.

Momento dovuto alla forza centrifuga, trascurando la velocità in ritardo della pala e considerando l'effetto della rotazione  Ω  del rotore si ha :

                dFξc  =  m Ω2 r dr

quindi :

                dMξc  = - d(ξ) dFξc  =  - m Ω2 eξ R(r - eξR) ξ dr

integrando si ottiene :

                                              R

                Mξc =  - Ω2 eξ R ξ ∫m(r - eξR) dr

                                             0

e quindi infine la :

                Mξc  =  - Ω2( eξRSξe) ξ                                                                                 (32)

Momento dovuto alla forza aerodinamica, si può scrivere come :

                 Mξa  =  Mξa1   +  Mξa2  +  Mξa3                                                                    (33)

nelle espressioni dei momenti aerodinamici, suddivisi con la (33) con termini che tengono conto delle diverse origini, non compaiono termini legati direttamente all'angolo di ritardo o alla sua derivata : quindi i momenti aerodinamici non sono presenti esplicitamente nel comportamento dinamico se non come termini forzanti.

A questo punto l'equazione di ritardo della pala si determina imponendo l'equilibrio dei momenti definiti dalle equazioni  (28), (29), (30), (31), (32), (33) :

              Mξi  +  Mξk  +  MξD  +  Mξc  +  MξCo  +  Mξa   =   0                                (34)

riordinando i termini della  (34)  e procedendo in maniera analoga  a quanto fatto nel caso del flappeggio, con la (12), si ha :

              Iξeξ'' + CDξ'  +  [ Ω2eξRSξe + kξ ] ξ  +  2ΩIξββ' ββ'  =   Mξa                       (35)

o anche in termini dell'angolo di posizione della pala nel piano di rotazione ψ = Ωt , in analogia con la (13), si ha :

            Ω2 Iξe ξ'' +  Ω CD ξ'  + [ Ω2( eξRSξe) + kξ ] ξ  + 2Ω2 Iξββ' ββ'  = Mξa          (36)

I termini di inerzia, rigidezza e smorzamento nella (35) sono dati da :

            Iξ   =  Iξe    ;   Cξ  =  CD  ;    Kξ  =  Ω2 (eξRSξe)  +  kξ                                   (37)

nel caso di distribuzione di massa costante lungo la pala la frequenza angolare non smorzata risulta :

         ωξ2 =  (3/2) Ω2 eξ  +  kξ/Iξe                                                                            (38)

i termini aerodinamici indicano che la forzante ha frequenza pari ad  1/rev  ed ai suoi multipli. Dalla  (38)  si vede che la pulsazione angolare non smorzata nel moto di ritardo, nel caso di massa costante, è data da :

          ωξ   =  [ (3/2)Ω2eξ  +  kξ/Iξe ]1/2                                                                       (39)

- nel caso di rotori articolati, in cui  kξ = 0  ma  eξ ≠ 0 ,   si ha   (ωξ/Ω)   ≤ 0.40 ;

- nel caso di rotori hingeless e bearingless il valore della rigidezza kξ determina due criteri di progetto :  rotori soft-in-plane  e  rotori stiff-in-plane nel primo caso si hanno valori tipici di  ωξ compresi tra  .65  e  .80  di Ω, mentre nel secondo caso si hanno valori più elevati tipicamente compresi tra  1.4  e  1.6  di  Ω .

Si nota che si possono avere problemi di stabilità nel caso dei rotori soft in plane, che richiedono l’impiego di uno smorzatore in ritardo (lag), mentre nel caso di rotori stiff in plane non si presenta un problema diretto di stabilità.

4. Dinamica del rotore: equazione di variazione passo

 L' angolo di passo della pala è stato considerato nelle equazioni di flappeggio e di    ritardo come imposto dal pilota, ma in realtà all'angolo di passo imposto dalla catena cinematica dei comandi si deve sommare una variazione dell'angolo di passo dovuta a diversi effetti: giochi della catena cinematica, forza centrifuga, forze aerodinamiche. La pala viene sempre considerata come una struttura rigida e indeformabile, così come è stato fatto per l'equazione di flappeggio e l'equazione di ritardo, quindi per angolo di variazione passo, indicato con  θ , si intende un valore unico per tutta la pala senza introdurre effetti legati alla deformabilità lungo l'apertura, si tratta anche in questo caso di un angolo piccolo quindi, al solito,  sinθ = θ , tanθ = θ   e  cosθ = 1 .

Sulla sezione della pala si devono considerare, a partire dal bordo di attacco i punti geometrici corrispondenti alle posizioni :

- il bordo di attacco del profilo, BE;

- il centro aerodinamico del profilo, CA ;

- l'asse di variazione passo del profilo, AVP;

- il centro di taglio del profilo, CT;

- il baricentro del profilo, CG;

        - il bordo di uscita del profilo, BU;

 - la coordinata lungo il profilo (con origine su AVP) x;

 - la coordinata lungo il profilo del baricentro xcg .

Si indica poi con  m'(x) la massa per unità di lunghezza del profilo. Si ricorda che il centro di taglio del profilo indica quella posizione per la quale, se la retta di azione della risultante delle forze agenti passa per quel punto, la torsione della pala è nulla. 

Per definire l'equazione di variazione passo si procede in maniera analoga a quanto visto precedentemente  ai paragrafi 2. e 3. con la definizione dei momenti agenti rispetto all'asse di variazione di passo.

Si definiscono i momenti statici ed i momenti di inerzia della pala rispetto alla cerniera di variazione passo:

                                     BU

                           m  =  ∫ m'(x) dx                                    massa del profilo

                                    BE 

                        BU

         SθAVP   = ∫m'x dx  =  m xCGA     momento statico rispetto all’asse di variazione passo;                     

                        BE

                                          R

                           Sθθ  =     ∫ SθAVP dr

                                         0                                                                                (40)

                              BU                     

             IθAVP    =   ∫ m' x2 dx    momento di inerzia rispetto all’asse di variazione passo ;                                                                                              

                             BE

                                                  R

                                       I θθ  =  ∫ IθAVP dr

                                                 0                                                                                                        

                         BU          

           IθCG   =   ∫ m' (x  -  xcg)2 dx          momento di inerzia rispetto all’asse baricentrico

                        BE

                   R                                         R                                                                   

       I x’  =  ∫ SθAVP(r - eβ R)dr     =   xcg ∫m(r - eβR)dr                           

                  0                                          0                     

                         R                              R

       Ix  =   ∫ SθAVP r dr     =   xcg ∫m r dr     

0 0   

              IθAVP  =  Iθcg  + m xcg2                                  Ix  =  Ix’  -  eβ R Sθθ                          

Per determinare l'equazione di variazione passo si deve procedere, come già visto in precedenza, alla valutazione dei singoli momenti per imporre poi l'equilibrio rispetto alla cerniera di variazione passo.

Momento  dovuto all'inerzia alla rotazione :

          dMθi  =  dMθiθ’’ +  dMθiβ’’ 
si ottiene dalla somma del momento dovuto alla rotazione della sezione e del momento dovuto al flappeggio ed alle posizioni relative del baricentro della sezione rispetto al centro di variazione del passo, integrando prima sul profilo e poi sull’apertura della pala si ottiene :

           Mθi  =  Mθiθ   +  Mθiβ  =      - Iθθ θ''  +  Ix β''                                                     (41)

si nota come il secondo termine della (41) sia un termine di accoppiamento dinamico tra il moto di variazione passo e quello di flappeggio, il coefficiente di accoppiamento dipende dalla distanza tra l'asse di variazione passo ed il baricentro, indicata con  xcg. Se la posizione dell'asse di variazione passo coincide con quella del baricentro allora l'accoppiamento non è presente ed il termine in  β'' dovuto al flappeggio si annulla.

Momento dovuto alle forze centrifughe :

                      dMθc = dMθcθ  +  dMθcβ 

 si ottiene dalla somma del termine legato alla rotazione della sezione ed il termine dovuto al flappeggio ed alle posizioni relative di baricentro e centro di variazione passo. Integrando prima sul profilo e poi sull’apertura della pala si ottiene :

             Mθc  =  Mθcθ  +  Mθcβ   =   - Ω2 Iθθ θ    +   Ω2 Ix β                                         (42)

Il primo termine indica il momento della forza centrifuga dovuto alla distribuzione di massa della sezione lungo la corda ed il secondo termine indica il momento dovuto alla  forza centrifuga agente sul baricentro della sezione per la rotazione della pala, anche questo termine si annulla se la posizione dell’asse variazione passo coincide con quella del baricentro  xcg = 0 .

Momento dovuto al richiamo della catena cinematica :

             Mθkθ =   - kθ (θ  -  θsp)                                                                            (43)

nella (43)  θsp  indica il passo imposto per mezzo del piatto oscillante (swash plate) e  kθ indica la rigidezza della catena cinematica dei comandi dal piatto oscillante alla cerniera di variazione passo, si tratta di un valore molto elevato di rigidezza.

Momento dovuto al peso :

                           R  BU

             Mθg  =   ∫  ∫ g m’(x) x dxdr   =   g Sθθ                                                       (44)

                          0  BE

Momento dovuto alle forze aerodinamiche , si può riassumere nella (45) che pone in evidenza i fattori protagonisti nel calcolo della forzante aerodinamica :

              Mθa  =  Mθa(θo+θψ)(θo + θψ)  + Mθak k   +  Mθaβ β  +  Mθaβ' β'  +

                        + Mθauo(uo/ΩR)  +  Mθaαs αs   +  Mθacostante                                   (45)

i singoli elementi che compaiono nella (45) hanno un significato analogo a quello dei termini  del momento aerodinamico nel caso del flappeggio, già visti nella (9). 

L'equazione per il moto di variazione passo si ottiene dalle (41), (42), (43), (44), (45) :

               Mθi  +  Mθc  +  Mθk  +  Mθg  +  Mθa  =  0                                               (46)

La (46)  scritta rispettivamente rispetto al tempo e rispetto alla posizione angolare della pala  ψ  =  Ωt  diviene :

          θ''  +  [Ω2 + kθ/Iθθ] θ   - [ Ix/Iθθ] β''   -  [Ω2Ix/Iθθ] β   =   Mθ                              (47)

          θ''   +  [1  + kθ/(Ω2Iθθ] θ  - [ Ix/Iθθ] β''  - [ Ix/Iθθ] β  =  Mθ/Ω2 =  Mθ'             (48)

Si nota che si ha un esplicito accoppiamento tra il moto di variazione passo ed il moto di flappeggio : i termini che determinano l'accoppiamento sono dovuti al momento di inerzia  Ix  , per eliminare questo effetto si deve porre  Ix = 0  il che significa che il baricentro della sezione deve coincidere con l'asse di variazione passo, xcg = 0 .

I termini di inerzia, smorzamento e rigidezza del sistema ad un grado di libertà che descrive il moto di variazione passo sono:

                Iθ  =  Iθθ   ;  Cθ =  0   ;  Kθ = [ Ω2 Iθθ  +  kθ ]                                           (49)

La frequenza angolare propria del moto di variazione passo è data da :

                  ωθ2  =  Ω2  +  ( kθ/Iθθ)                                                                                 (50)

la (50)  indica il contributo legato alla rigidezza della catena cinematica dei comandi, in generale, a causa del valore elevato di questa rigidezza,  la frequenza propria di variazione passo è molto  alta con valori dell'ordine da  3  a 5  volte  Ω . La (50) mostra che la variazione di  ωθ  con la velocità di rotazione del rotore è molto debole, ad esempio se per  Ω = 0 si ha  ωθ = 3Ω  per  Ω  pari al 100%  si ha  ωθ = 3.16 Ω .

 5. Dinamica della pala elastica 

Fino a questo punto, come detto, si è fatta l'ipotesi di pala rigida e indeformabile ( anche se si tratta di una ipotesi che, per le caratteristiche evidenti della pala di un rotore di elicottero, è molto lontana dalla realtà fisica ) il che ha permesso di costruire modelli semplici ed utili per una prima valutazione delle frequenze proprie del moto rigido di flappeggio, ritardo e passo.

Naturalmente l'elasticità della pala diviene importante in particolare quando le frequenze delle forzanti e quelle proprie della pala elastica si avvicinano; si richiede quindi una valutazione, almeno di massima,  delle frequenze proprie della pala elastica in rotazione.

Se si fa riferimento al piano del disco rotore si possono definire i modi fondamentali di vibrazione fuori dal piano(flappeggio) , nel piano(ritardo) e in torsione(passo) ; la dinamica della pala elastica si può studiare considerando questi modi come  disaccoppiati tra loro o con la possibilità di accoppiamento tra modi. La prima ipotesi porta ad un approccio semplice che si riassume nella formula di Southwell. In generale la soluzione delle equazioni della dinamica della pala elastica non è determinabile in forma chiusa e si impiega un approccio modale, si scrive cioè l'equazione modale associata al problema in vista di una soluzione approssimata.

Se si indica con  w = w(r,t)   la deformata fuori del piano ( r indica la coordinata lungo la pala, t indica il tempo ) si ha la classica equazione del  comportamento flessionale di una trave con forza assiale applicata ( nel nostro caso la forza assiale è legata all'azione centrifuga dovuta alla velocità angolare di rotazione Ω ), indicata con  N , si ha :

                  [E Iww  w'']''   -  [ Nw']'    + m (∂2w/∂t2)   =  0                                       (51)

EIww indica la rigidezza flessionale, m la massa della pala per unità di lunghezza, N la forza assiale e al solito gli apici indicano la derivata rispetto allo spazio, r . Nella (51) in generale sono presenti delle forze che agiscono perpendicolarmente al piano del rotore, ma nelle considerazioniche seguono si cerca il comportamento proprio della struttura, quindi indipendente dalle forze esterne.

Se si pone che la soluzione generica sia espressa in termini dei modi fondamentali di vibrazione (che dipendono dallo spazio, in questo esempio monodimensionale) Φ(r ) e di parametri modali (che dipendono dal tempo) q(t) si ha:

                 w(r,t)  =  Φ(r) q(t)                                                                                    (52)

ponendo la (52) nella  (51)  si hanno le equazioni :

            [E Iww Φ'']''  -  [N Φ']'  +  m ωβ2 Φ  =  0                                                      (53)

             (∂2q/∂t2)  +  ωβ2 q  =   0                                                                              (54)

a queste equazioni si devono aggiungere le condizioni al contorno, che intervengono nella determinazione delle pulsazioni e delle deformate modali, e le condizioni iniziali del problema allo studio. La  (53)  è l'equazione modale, Φ(r)  indica la deformata modale ed  ωβ  indica la pulsazione corrispondente alla deformata modale. La soluzione della (51) si può esprimere, con l'approccio modale, con la posizione:

                     w(r,t)   =  ∑k Φk(r) qk(t)                                                                       (55)             

dove Φk(r ) indica il k-simo modo al quale corrisponde la pulsazione propria ωβk . La (53) contiene tutti i modi fondamentali della struttura compresi i modi rigidi .

Nel caso della trave non rotante ( per Ω = 0 si annulla la forza assiale N )  la  (51)  si riduce alla :

                      [E Iww w'']''  +  m (∂2w/∂t2)  =  0                                                          (56)

per questa equazione è possibile determinare le deformate modali in forma chiusa. Questo è particolarmente importante perchè la deformata modale della pala rotante è simile alla deformata modale della pala non rotante (mentre naturalmente le frequenze corrispondenti, pala rotante e non rotante, sono anche molto diverse tra loro per l'effetto irrigidente, in condizioni tipiche di lavoro assai notevole, dovuto alla forza assiale). Quindi le deformate modali della pala non rotante si possono utilizzare come base per le deformate modali della pala rotante.

La soluzione della  (51) si ottiene con metodi numerici a partire da modi fondamentali assegnati : in particolare il metodo di Ritz porta a risultati interessanti che si possono sintetizzare nella formula di Southwell. Con il metodo agli elementi finiti si può ottenere una valutazione accurata delle deformate modali e delle pulsazioni proprie della pala non rotante. Si possono collegare le pulsazioni della struttura rotante a quelle della struttura non rotante e, naturalmente, alla velocità angolare della pala  Ω  con la relazione (equazione di Southwell) :

                     ωk2  =  ω2k,Ω=0  +  αk Ω2                                                                       (57)

la (57) indica come la pulsazione al quadrato della pala rotante per il modo k sia valutabile dalla somma del quadrato della pulsazione corrispondente della pala non rotante più un termine legato al quadrato della velocità di rotazione del rotore (rigidezza centrifuga). Anche il termine  αk che appare nella (57) si può valutare sulla base delle caratteristiche della pala e dei modi utilizzati, in generale questo coefficiente varia  in funzione del modo che si considera.

La  (57)  è stata definita a partire dal moto flessionale fuori dal piano (flappeggio in β) , ma questa equazione vale anche se riferita ai moti nel piano (ritardo in ξ)  e di torsione (passo in θ) con conseguenze che sono però diverse a seconda dei moti in esame :

- nel caso di flessione fuori dal piano, flappeggio in  β , la (57)  indica che in generale le frequenze delle deformate fuori dal piano dipendono strettamente da  Ω  in quanto la velocità di rotazione porta nel caso flessionale ad un effetto molto grande di irrigidimento : il moto rigido, ωβ1 ,  ha una pulsazione pari ad  Ω  o di poco superiore a secondo del tipo di rotore mentre per il secondo modo (primo modo elastico della pala) la pulsazione è compresa tra due e tre volte  Ω ;

- nel caso di flessione nel piano,  ritardo in ξ , l'effetto di  Ω  è meno importante e quindi in generale la pulsazione del primo modo ωξ1 (moto rigido in lag) è inferiore ad  ωβ1  per lo meno nel caso di rotori articolati o hingeless soft-in-plane, in questi casi ωβ1 ≤ .7Ω mentre per i rotori stiff in plane risulta ωβ1≥ 1.25Ω   per quanto riguarda i modi successivi entra in gioco la rigidezza della pala nel piano che è naturalmente superiore a quella fuori del piano e quindi le pulsazioni proprie sono più grandi, ad esempio   2 Ω ≤ ωξ2 ≤  6 Ω (si tratta del primo modo elastico della pala);

-nel caso di torsione , passo in θ , le pulsazioni elastiche risentono molto poco dell'effetto di  Ω  perchè la rigidezza dovuta alla catena di comando è prevalente almeno per i primi modi e la pulsazione naturale del primo modo di torsione (moto rigido di variazione passo) è già molto elevata, tipicamente da quattro a sei volte  Ω e dipende molto debolmente da  Ω . 

Sulla base della equazione (57)  che consente una prima valutazione, in funzione di Ω , delle pulsazioni elastiche della pala si può fare riferimento ad un tipico diagramma, diagramma di Campbell o fan plot, dove viene riportata in ascissa la velocità di rotazione  Ω  in percentuale rispetto alla velocità nominale di volo (100%)  ed in ordinata sono riportate le pulsazioni ( in funzione della velocità di rotazione )  dei modi della struttura elastica fuori dal piano, in    β , nel piano , in  ξ , e di torsione, in  θ . Vengono anche tracciate le linee che corrispondono alle armoniche in  Ω  delle forzanti aerodinamiche . 

In questo modo tracciando sul diagramma di Campbell le pulsazioni dei modi fondamentali della pala elastica e le armoniche delle forzanti si può verificare l'eventuale coalescenza (rappresentata dal punto di incontro) di queste pulsazioni con le armoniche delle forzanti : si tratta evidentemente di condizioni di possibile risonanza da evitare almeno nell'intorno delle velocità di lavoro del rotore (intorno al 100%) e possibilmente dal regime di riposo a terra in poi; in sintesi nel campo compreso tra il  70%  ed il  100%  del valore indicato per  la velocità di rotazione Ω . Le fasi di accensione e spegnimento motore, che interessano naturalmente anche i regimi più bassi di  Ω, sono meno critiche, rispetto ad eventuali coalescenze in questo campo, in quanto di durata temporale molto limitata.

Questa valutazione è fondamentale in sede preliminare di progetto per evitare i pericolosi effetti di accoppiamento tra i modi elastici della pala e le armoniche della forzante: naturalmente il diagramma di Campbell è un approccio semplice di tipo qualitativo del problema (appunto utile in una prima fase di valutazione del progetto) che richiede in generale per una fase di progettazione vera e propria, delle analisi molto più complesse di quelle alle quali si è fatto riferimento in questa sede.

Come si è detto più in generale i modi fuori dal piano, nel piano e di torsione sono in realtà accoppiati tra loro per un accoppiamento a livello strutturale, inerziale e centrifugo e naturalmente lo studio della dinamica della pala, tenendo conto di tutte le interazioni possibili, diviene molto complicato. Si nota come caso particolare che l'accoppiamento tra flappeggio e passo, β-θ, diviene importante quando la posizione del baricentro della sezione si allontana dalla posizione del centro di taglio e che l'accoppiamento tra flappeggio e ritardo,β-ξ , presente comunque per effetto delle forze di Coriolis , diviene più importante per effetto dello svergolamento della pala. In particolare si può verificare un accoppiamento elastico tra flappeggio e ritardo che si può rappresentare in termini di rigidezza, che sarà proporzionale rispettivamente a β e a ξ , da aggiungere alle equazioni dinamiche.

6. Riduzione delle vibrazioni
La fonte principale delle vibrazioni indotte è evidentemente il rotore principale a causa  della variazione ciclica del carico aerodinamico che agisce sulle singole pale. Le forze applicate sulle pale si traducono in forze di taglio e momenti che vengono trasmessi alla fusoliera attraverso il mozzo. Oltre ai carichi che non dipendono dalla frequenza di rotazione le armoniche dei carichi agenti sul mozzo sono quelle corrispondenti a multipli  della frequenza del rotore principale ( in genere indicata con  1/rev ) tenendo conto del numero  k  delle pale del rotore. Il mozzo costituisce quindi un filtro sulla trasmissione delle frequenze che compongono lo spettro dei carichi sulle pale.

Si nota come sia importante  che le pale siano rigorosamente uguali e bilanciate staticamente, che l'intero rotore sia bilanciato dinamicamente e che il mozzo sia una struttura rigida ; in realtà tutte queste condizioni non sono rispettate. Il rotore è la sorgente principale di vibrazioni per effetto della variazioni dei carichi aerodinamici sul giro ed anche, in modo più indiretto, per l'interazione aerodinamica con la fusoliera. Il rotore di coda contribuisce anche in maniera notevole allo stato vibratorio, naturalmente con riferimento alla sua velocità di rotazione.

L'importanza del rotore principale come fonte di vibrazione rende naturale considerare come riferimento la velocità di rotazione del rotore . Se la velocità è di  300  rpm  (giri al minuto) la frequenza espressa in Hertz è data da :

                                            f  =  Ωrpm/60  

che per  300 rpm vale  f = 5 Hz e costituisce la  1/rev .

Se si considera che le armoniche della forzante che sono di maggiore importanza risultano quelle a frequenza più bassa si può pensare di ridurre il livello di vibrazione aumentando il numero delle pale del rotore; si tratta però di una scelta tipica della fase di progetto preliminare, per le problematiche strutturali ed aerodinamiche che sono connesse alla scelta del numero di pale. I metodi direttamente utilizzabili per la riduzione di vibrazioni sono di tipo passivo o attivo ( intendendo rispettivamenti dispositivi che limitano il campo di vibrazione o intervengono con un sistema di attuatori, posti tra forzante e struttura, che impongono delle forze assegnate). 

L'esempio classico è costituito dall’ assorbitore dinamico : consiste nell'impiego di una massa aggiuntiva  m2  collegata con la struttura principale di massa  m1  . Nello schema di riferimento non si considerano i termini di smorzamento e si suppone che sia applicata una forza    F(t) =  Fo sin(ωt)      nel grado di libertà  x1 . 

 Si realizza così un sistema dinamico a due gradi di libertà  x1, x2 , indicando con  k1 , k2  le rigidezze del sistema di partenza e del sistema aggiunto, si ha l'equazione del sistema 2DOF :

                       m1x1''  + (k1 + k2) x1  - k2 x2  =  Fo sin(ωt)

                                                                                                                              ( 58  )

                       m2x2''   +  k2 (x2  - x1)   =    0

in base alla tipologia della forzante si cercano delle soluzioni del tipo :

                       x1 =  X1 sin(ωt)     ;      x2 =  X2 sin(ωt)                                           (59)

e sostituendo le (59) nella  ( 58 )  e posto       ω12 =  k1/m1 ,      ω22 =  k2/m2 
si ha la soluzione :

            X1                                     F0                                          ω22  -  ω2                                                                                                                               

                       =       ───────────────────                                            (60)

            X2               [ m1(ω12 - ω2)(ω22 - ω2) - m2ω22ω2 ]                ω22 

  la  ( 60 )  mette in evidenza che lo spostamento  x1  della massa principale si può ridurre      se  la pulsazione ω2 (legata alle caratteristiche del sistema  k2 , m2 ) si avvicina alla pulsazione della forzante ( al limite lo spostamento di x1 si annulla se    ω2 =  ω cioè se il sistema aggiunto si accorda sulla pulsazione della forzante )  ma lo spostamento  x2  della massa aggiunta si può limitare soltanto aumentando il valore di  m2 e naturalmente questo procedimento aumenta il peso del dispositivo.

In generale i sistemi passivi per la riduzione delle vibrazioni tendono ad isolare la struttura dalla sorgente di vibrazione , ad esempio con l'impiego di materiali viscoelastici, che introducono dei coefficienti di smorzamento molto elevati.

Nel caso di sistemi attivi si utilizzano degli attuatori, posti tra la forzante (nel nostro caso il rotore) e la struttura (nel nostro caso la fusoliera), che impongono delle forze assegnate per ridurre i carichi trasmessi alla struttura e di conseguenza il livello delle vibrazioni ; con questi sistemi si possono ottenere risultati molto notevoli ma al costo di un aumento di peso e dispendio di energia.

Sono presenti diversi problemi di natura acustica, sia per quanto riguarda il campo esterno all'elicottero che per il campo interno: l'attenuazione del rumore si può ottenere con l'impiego di materiali particolari fonoassorbenti ed anche, in maniera più innovativa, con l' uso di sistemi attivi per la cancellazione del rumore interno (basati sull'idea di aggiungere al rumore presente ulteriori rumori  che vengono calibrati in modo opportuno per compensare il campo sonoro). 
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